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1. Para cada uno de los siguientes lenguajes demuestre si son o no libres de contexto. Para demostrar que un
lenguaje es libre de contexto puede construir una gramaética libre de contexto que lo genere o construir un
PDA que lo acepte. Para demostrar que un lenguaje no es libre de contexto, utilice el Lema de Bombeo para

Lenguajes Libres de Contexto.

a) (3 puntos) L = {a'¥/|0 <i < j < 2i}

El lenguaje L puede ser generado con la gramética

S
S
B
B

Ll

—

aSB
bb
b

notando primero que A € L y luego que por cada a hay que generar una o dos b correspondientes.
El no-terminal S genera las a y deja al no-terminal B la responsabilidad de generar la cantidad de B

necesarias.

El lenguaje L también puede ser generado con el PDA de la figura.

Inicio

En el PDA se utiliza el estado g3 para reconocer la palabra vacia. Para palabras no vacias, el estado qg
empila no determinisitcamente una o dos A en la pila. Al encontrar la primera b en la entrada, se pasa
al estado g9 en el cual se consumen suficientes A de la pila para corresponder con la cantidad de b leidas.



b)

(2 puntos) L = {a'b?c*|i > 0}

Asumamos que L es libre de contexto y sea k el especificado en el Lema de Bombeo para Lenguajes Libres
de Contexto. Sea z = a*b?**c¢** como z € L y |z| > k entonces de acuerdo con el Lema de Bombeo para
Lenguajes Libres de Contexto, z tiene al menos una forma de escribirse wvwzy que satisface |vwz| < k,
|v| + |z| > 0 y luego Vi > 0 se cumple uviwz'y € L.

Como |vwz| < k, entonces la subcadena vwax s6lo puede tener la forma a, b7, ¢¢, a’b’ o bic’. Si se bombea
wvwax?y para las primeras tres formas aumentara la cantidad de solamente un simbolo, mientras que
para las dos dltimas formas aumentara la cantidad de dos simbolos, sin embargo nunca aumentarin
proporcionalmente todos los simbolos de la palabra por lo que la palabra resultante no pertenece a L.
Esto contradice el Lema de Bombeo para Lenguajes Libres de Contexto y en consecuencia L no puede
ser Lenguaje Libre de Contexto.

(83 puntos) L = {a'™Ic'v/|j > 0,i > 0}
El lenguaje L puede ser generado por la gramaética

S — aSh
S — adb
A — A

A — aAc

notando primero que como j > 0 entonces A ¢ L y luego que a't7c'b! = a/tic'b = ala’c't’ por lo tanto
cuando j > 2 utilizamos la primera produccién S para generar o/ ~1Sb ! y luego utilizamos la segunda
produccion de S para generar a’ AY . Finalmente, el simbolo no terminal A genera la palabra vacia, o
bien a’c’.

El lenguaje L también puede ser generado con el PDA de la figura.

Inicio

El estado gy empila no deterministicamente suficientes S para contar la la cantidad de a en el prefijo de
la palabra que correspondan a las b del sufijo, y luego pasa al estado ¢; a empilar tantas A como simbolos
a queden en el prefijo de la palabra. Al encontrar la primera c en la palabra, se pasa al estado g2 en el
cual se consumen suficientes A de la pila para corresponder con la cantidad de ¢ leidas. Finalmente, al
encontrar la primera b en la palabra, se pasa al estado g3 en el cual se consumen las S correspondientes.



d) (5 puntos) L = {a?b3!|i > 0}*{a’b/c*|i = jV j =k, coni,j, k > 0}
Observamos que L = L}(Ly U L3) donde Ly = {a?b*|i > 0}, Ly = {a'b’c*|i = jconi,j,k > 0} y
Lz = {a'bck|j = kconi,j, k > 0}, de manera que aprovecharemos las propiedades de clausura de los
Lenguajes Libres de Contexto para construir una gramdatica que reconozca a L; esto es, construiremos
gramaticas para cada uno de los lenguajes componentes, teniendo cuidado de utilizar simbolos no ter-
minales diferentes de manera que luego puedan construirse las gramaéticas para la unién, la estrella de
Kleene y la concatenacién de Lenguajes Libres de Contexto.

Para reconocer Liproponemos G

S1 — aaS1bbb
S1 — aabbb

Para reconocer Ly proponemos Go

Q Qe =R
A A |
>

Para reconocer Ls proponemos G3

S3s — BD
B — Ba
B — A
D — bDc
D — A
Para reconocer Ly = Lo U L3 proponemos Gy
54 — SQ
54 — 53
Para reconocer Ls = Lj proponemos Gj
S5 — Sl S5
S5 — A
Finalmente, para reconocer L = L5L, proponemos
S — S5S4



2. Sea la gramatica G = ({A},{a,c,i,m,n, p}, P, A) cuyo conjunto de producciones P se define como

A — AAm
A — AAp
A — n

A — i

A — iadAc

a) (8 puntos) Modifique la gramatica hasta que sea fuertemente LL(1) y demuestre formalmente tal
propiedad en la gramatica resultante.

1) La gramatica no es LL(1) porque tiene recursion izquierda. Después de eliminar la recursién izquier-
da, la gramatica queda

A — nB

A — iB

A — iaAcB
B — AmB
B — ApB
B — A

2) La gramatica atn no es LL(1) porque tiene producciones con prefijos izquierdos comunes. Después
de aplicar factorizacion por izquierda y extender la gramatica con un nuevo simbolo inicial S, la
gramatica queda

A$

O QaQx-n
A
Q
3
sl

!

3) Calculamos el FTRST y el FOLLOW para cada simbolo no terminal

FIRST(S) = {in}
FIRST(A) = ({i,n}
FIRST(B) = {\in}
FIRST(C) = {\a,in}
FIRST(D) = {m,p}
FOLLOW(S) = {$}
FOLLOW(A) = {$,c,m,p}
FOLLOW(B) = {$,c,m,p}
FOLLOW(C) = {$,c,m,p}
FOLLOW(D) = {$,c,m,p}



4) Calculamos los Conjuntos de Lookahead LA(A — «) = FIRST(FIRST (o) - FOLLOW (A)) para

las producciones:

LA(S — A$) = FIRST({i,n} -
LA(A — nB) = FIRST({n} -

LA(A —iC) = FIRST({i} -

LA(C — B) = FIRST({\,i,n} -
FIRST(C — aAcB) = FIRST({a} -
LA(B — \) = FIRST({\} -

LA(B — AD) = FIRST({i,n} -
LA(D — mB) = FIRST({m} -
LA(D — pB) = FIRST({p} -

{c,m,p,$})
{c,m,p,$})
{c,m,p,5})
{c,m,p,$})
{c,m,p,$})
{c,m,p,8$})
{c,m,p,5})
{c,m,p,$})
{c,m,p,$})

{i,n}

{n}

{i}
{c,i,m,n,p, $}
{a}

{c,m,p, 5}
{i,n}

{m}

{p}

Puede observarse que VA — «|8 € P,a # 8 se cumple LA(A — o) N LA(A — 3) = 0, por lo tanto

la gramatica es fuertemente LL(1).

b) (2 puntos) Construya la tabla de analisis para un reconocedor predictivo no recursivo utilizando el

algoritmo presentado en clase.

L [ a c [ i | m [ =n p [ § |
S S — A$ S — A$
A A —iC A —nB
B B—\|B— AD B — A B — AD B — A\ B — A
C|C—aAcB | C—-B| C—B C—B C—B C—-B |C—B
D

D — mB

D — pB




¢) (2 puntos) Utilice el reconocedor para encontrar la derivacion mas izquierda de la palabra niainmcipm.

] Pila |  Entrada |  Accién |
S$ niainmcipm$ S — AS$
A$ niainmcipm$ A — nB

nB$ niainmcipm$ | Consumir n
BS$ iainmcipm$ B — AD
ADS$ iainmcipm$ A—iC
iCD$ iainmcipm$ Consumir i
CD$ ainmcipm$ C — aAcB
aAcBD$ ainmcipm$ Consumir a
AcBD$ inmcipm$ A—iC
iCcBD$ inmcipm$ Consumir i
CcBDS$ nmcipm$ C—B
BcBD$ nmcipm$ B — AD
ADcBD$ nmcipm$ A — nB
nBDcBD$ nmcipm$ Consumir n
BDcBD$ mcipm$ B— A
DcBD$ mcipm$ D — mB
mBcBD$ mcipm$ Consumir m
BcBD$ cipm$ B — A
cBDS$ cipm$ Consumir ¢
BDS ipm$ B = AD
ADDS ipm$ 4510
iCDDS$ ipm$ Consumir i
CDD$ pm$ C —> B
BDDS$ pm$ B — )\
DDS$ pm$ D — pB
pBD$ pm$ Consumir p
BD$ m$ B— A
D$ m$ D — mB
mBS$ m$ Consumir m
B$ $ B — A\
$ $ Acepta




Por lo tanto, la derivacién mas izquierda para la palabra sera

S

4

A

nB

nAD

niCD
niaAcBD
niaiCcBD
niaiB¢cBD
niaiADcBD
niainBDcBD
niainDcBD
niainmBcBD
niainmcBD
niainmcADD
niainmciC DD
niainmciBDD
niainmciDD
niainmcipBD

niainmcipD

R O e T T T S e R

niainmcipmB

4

niainmcipm

3. (8 puntos extra) Demuestre que el conjunto de los Lenguajes Libres de Contexto es cerrado sobre la operacion
de reverso, i.e. si L es Libre de Contexto entonces L? = {wf|w € L} también es Libre de Contexto. Nota: si
la sumatoria de los puntos obtenidos en las preguntas 1 y 2 no son suficientes para aprobar el examen, esta
pregunta no serd tomada en cuenta.

Sea L un Lenguaje Libre de Contexto, por tanto existe G = (V, X, S, P) una Gramaética Libre de Contexto
tal que L = L(G). Entonces se propone la gramética G’ = (V, %, S, P') tal que L(G') = L(G)%, pues las
producciones de G’ se obtienen invirtiendo los lados derechos de las producciones de G, esto es A — w? € P’
siysolosi A— we P.

Es necesario demostrar que u es una forma sentencial de G si y s6lo si u* es una forma sentencial de G’. Se

consideran formas sentenciales izquierdas en G y formas sentenciales derechas en G’, y usaremos induccién
sobre la longitud de las derivaciones para la demostracién.

Caso Base Consiste de las formas sentenciales producidas por derivaciones de un paso. Esas formas senten-
ciales son producidas exclusivamente por las derivaciones S = v de Gy S = v de G'. Como S — u € P,
entonces S — u® € P’ por lo tanto es cierto.

Hipétesis Inductiva Asumimos que u es una forma sentencial de G derivable en n 0 menos pasos si y sélo
si u’* es una forma sentencial de G’ derivable en n o menos pasos.

Induccién Sea u = zwy una forma sentencial de G derivada en n + 1 pasos. Entonces la derivacion tiene la
forma
S 2 Ay = zwy

donde A es el simbolo no terminal mas a la izquierda en zAy y A — w € P. Si A — w € P entonces
por construccién de G, A — w € P'. Por otro lado, segiin la Hipotesis Inductiva, y® Aw’ es una forma
sentencial en G’ derivable en n pasos. Entonces en G’ se puede derivar

S = yRf Azt = yBuwliah



y por la definicién de reverso waR:L'R =yl

R

De manera similar se demuestra que u es una forma sentencial de G’ si y s6lo si u™ es una forma sentencial

de G. Con ambas demostraciones se concluye que L(G’) = L(G)E.



